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ULASEVITCH V.P., ZHDANOV D.A. On the influence of geometrical non-linearity on the low-angle arches mode of deformation 
Peculiarities of the deformation-based analysis of low-angle elastic arches have been considered. The algorithm for numerical realization of integral 
quadratures of analytical equilibrium equations for low-angle elastic arches has been developed. The computational nucleus of the algorithm has been 
realized using the MathCAD software package, while the user’s interface has been developed in the С++ Builder programming environment.  
Both the calculation results of a case example and numerical analyses into a set of  parabolic elastic arches realized with the help of the au-
thors’computer programme DrarCAD, are given to prove the necessity for the geometrically-deformed calculation model to be taken into account in the 
analysis of the arches in question.  
 
УДК 624.012 
Пецольд Т.М., Тур С.А. 
ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ПРЕДЕЛЬНОГО СОСТОЯНИЯ В ПРЕДВАРИТЕЛЬНО 
НАПРЯЖЕННЫХ КОНСТРУКЦИЯХ С НАПРЯГАЕМОЙ АРМАТУРОЙ, НЕ ИМЕЮЩЕЙ 
СЦЕПЛЕНИЯ С БЕТОНОМ 
 
Введение. В практике проектирования конструктивных систем и 
их элементов возможны ситуации, когда для решения одной задачи 
могут быть использованы несколько различных расчетных моделей. 
Как правило, эти расчетные модели имеют различные уровни ап-
проксимации, но базируются на единой концепции надежности, га-
рантирующей требуемый минимальный уровень безопасности. 
При проектировании пост-напряженных конструктивных элемен-
тов, в которых обжатие создают при натяжении напрягающих эле-
ментов на затвердевший бетон, приходится сталкиваться с подобной 
ситуацией. Главным образом многообразие подходов связано с 
определением напряжений (или приращений напряжений) в напря-
гающих канатах без сцепления с бетоном при проверках предельных 
состояний несущей способности. 
Наиболее безопасный (консервативный) результат может быть 
получен в том случае, когда в напрягающих канатах вовсе не учиты-
вается приращение напряжений в предельной стадии, а вклад 
напрягаемой арматуры в сопротивление изгибу вычисляется с уче-
том усилия u p, pP A∞= σ ⋅ , 
где p,∞σ  – предварительное напряжение в канатах с учетом всех 
потерь; 
pA  – площадь напрягающих канатов. 
При использовании такого подхода обычно недооцениваются 
предельные нагрузки, либо переоценивается требуемая площадь 
армирования. 
Вычисления фактических (или близких к фактическим) напряже-
ний в напрягающих канатах, базирующиеся на относительных де-
формациях конструктивного элемента, позволяют выполнить более 
точные расчеты и исключить излишне консервативные запасы. Это 
особенно важно в тех случаях, когда основное количество изгибной 
арматуры имеет сцепление с бетоном и когда начальные напряже-
ния при натяжении канатов достаточно высоки (приближаются к 
условному пределу текучести). 
Это может быть проиллюстрировано следующей диаграммой 
(см. рис. 1), позаимствованной из работы [10]. На вертикальной оси 
графика показано отношение суммарного усилия в растянутой зоне 
изгибаемого элемента к сумме составляющих усилий в ненапрягае-
мой связанной и напрягаемой арматуре без сцепления, а на гори-
зонтальной оси графика – отношение усилия, воспринимаемого 
напрягаемой арматурой без сцепления к сумме составляющих уси-
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Усилие в растянутой зоне изгибаемого элемента в предельном 
состоянии несущей способности tF  включает в общем случае три 
компоненты: усилие, соответствующее достижению текучести в мяг-
кой ненапрягаемой арматуре, имеющей сцепление syF , усилие 
начального натяжения в напрягающей арматуре без сцепления oP  
и приращение P∆ , вызванное удлинением напрягающей арматуры 
без сцепления под нагрузкой. 
Для заданной конструкции, количества и распределения напря-
гаемой и ненапрягаемой арматуры, уточнения расчетной модели 
могут касаться только уточнения зависимостей для определения 
приращения усилия P∆ . 
Как можно видеть из рисунка 1, точность вычисления деформа-
ций конструктивного элемента, с использованием которых затем 
производится расчет приращений относительных деформаций в 
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напрягаемой арматуре без сцепления с бетоном, имеет особое зна- 
 
чение для элементов с низким содержанием ненапрягаемой армату-
ры. И, наоборот, в конструктивных элементах, где основное армиро-
вание составляет ненапрягаемая арматура, даже неточный расчет 
p∆ε  может обеспечить получение достаточно точных предельных 
усилий и количества напрягаемой арматуры pA . 
 
Исследования балочных элементов с напрягающими кана-
тами без сцепления с бетоном. Приращения напряжений в напря-
гающих элементах без сцепления с бетоном зависят не столько от 
деформаций отдельного критического сечения, сколько от деформа-
ций всей конструкции, и не могут быть в общем случае определены 
из простого расчета сечения, как это имеет место в случае традици-
онных предварительно напряженных конструкций, у которых напря-
гаемая арматура имеет сцепление с бетоном. 
В общем случае напряжения в канатах, не имеющих сцепления с 
бетоном, рассчитывают исходя из средних относительных деформа-
ций бетона на уровне напрягаемой арматуры. Поэтому, одним из 
важных элементов, на котором строятся расчетные положения – это 
характер распределения кривизн по длине балки. Кривизна, в свою 
очередь, зависит от количества напрягающих канатов, количества 
дополнительной ненапрягаемой арматуры, имеющей сцепление с 
бетоном, типа нагружения (схемы приложения нагрузок). Как показа-
но в основных рекомендациях [25], бетонные балочные элементы, 
напрягаемые с помощью напрягаемой арматуры без сцепления с 
бетоном, должны иметь требуемое количество ненапрягаемой арма-
туры для контроля над шириной раскрытия трещин. Дополнительная 
арматура, как и напрягающие канаты, оказывает влияние на напря-
женно-деформированное состояние сечений в предельной стадии, 
изменяя высоту сжатой зоны сечения, а следовательно, и кривизну. 
Тип нагружения является значимым параметром, так как влияет на 
распределение изгибающих моментов по длине элемента, а, следо-
вательно, и характер образования пластических шарниров. 
Обширные экспериментальные и аналитические исследования 
были выполнены за последние три десятилетия в области сопро-
тивления изгибаемых предварительно напряженных конструкций, в 
которых обжатие создается на строительной площадке с помощью 
напрягающих элементов, не имеющих сцепления с бетоном. 
Практически все исследования концентрируются на определе-
нии напряжений psf  в напрягаемой арматуре в предельной стадии, 
по которой выполняется вычисление сопротивления изгибаемого 
элемента. Как результат, предложено более десяти различных зави-
симостей, как включенных в нормы различных стран, так и остав-
шихся на уровне предложений. Вместе с тем, до настоящего време-
ни не найдена единая точка зрения, а как следствие, и единая рас-
четная методика определения напряжений в 
напрягаемой арматуре, не имеющей сцеп-
ления с бетоном, в предельной стадии. 
В 1991 году Naaman и Alkhairi [17] опуб-
ликовали статью, в которой было представ-
лено состояние исследований в данной 
области. Общий подход к определению 
напряжений в арматуре, не имеющей сцеп-
ления с бетоном, основан на том, что к 
начальному эффективному напряжению plf  
(определенному с учетом потерь) суммиру-
ются приращения напряжений psf∆ , вы-
званные дополнительной нагрузкой, приво-
дящей конструкцию в предельное состоя-
ние. 
Согласно Politalski [20], польские нормы 
[19] и Eurocode 2 [12] рекомендуют прини-
мать прирост напряжений в арматуре без 
сцепления в предельном состоянии равным 
100МПа. Аналогичное значение было принято и в американских 
нормах ACI 318-63 [2]. 
Pannell [18] выполнил сравнительные исследования для уста-
новления влияния отношения пролет – рабочая высота элемента (
pL / d ), эффективного предварительного напряжения, количества 
ненапрягаемой арматуры на сопротивление предварительно напря-
женных балок с напрягаемой арматурой без сцепления с бетоном. 
Он предложил расчетную формулу, основанную на допущении, что 
длина зоны пластического деформирования pL  составляет около 
10,5х (где х – высота сжатой зоны сечения элемента в предельном 
состоянии несущей способности). 
На основании работ А. И. Хачатряна и В. Б. Титуса [27, 24] по 
исследованию предварительно напряженных плит без сцепления 
арматуры с бетоном был сделан вывод о том, что напряжения в 
напрягаемой арматуре без сцепления пропорциональны призменной 
прочности бетона cmf  и рабочей высоте сечения d , обратно про-
порциональны коэффициенту армирования lρ  и длине пролетов L. 
Полная величина напряжений в растянутой арматуре без сцепления 
в предельной стадии составляет: 
 0 1 022 cmsp,ub sp, ctm pk ,
l
f df k f
L
⋅
σ = σ + α + ≤
ρ ⋅
, (1) 
где 1k  – опытный коэффициент. 
Для оценки эффектов от наличия или отсутствия сцепления 
напрягаемой арматуры с бетоном, количества дополнительной 
ненапрягаемой арматуры, Mattock [15] испытал серию неразрезных 
частично напряженных балок прямоугольного сечения и на фоне 
полученных результатов испытаний проанализировал расчетные 
зависимости, приведенные в ACI318 [2]. 
Исследования Mojthahedi и Gamble [16] показали значительное 
влияние отношения pL / d  на приращение напряжений psf∆  в 
напрягаемой арматуре в предельной стадии. В развитие выполнен-
ных экспериментальных исследований была предложена расчетная 
модель, базирующаяся на так называемом методе подкосов и затя-
жек (англ. strut – and - tie). 
По результатам испытаний однопролетных предварительно 
напряженных плит Burns [6] рекомендовал учитывать влияние на 
сопротивление элементов при изгибе (приращения напряжений в 
напрягаемой арматуре без сцепления) следующих факторов: схемы 
нагружения, схемы деформирования пластических шарниров и от-
ношения pL / d . 
Экспериментальные исследования Cooke [23] были посвящены 
главным образом, изучению влияния отношения pL / d  и количе-
Рис. 1. Зависимость относительного растягивающего усилия от доли растягивающего усилия,
воспринимаемого напрягаемой арматурой согласно [10] 
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ства ненапрягаемой арматуры на величину приращения напряжений 
psf∆  в напрягаемой арматуре в предельной стадии. 
Du и Tаo [11] на основании проведенных исследований предло-
жили скорректированную расчетную формулу для определения 
psf∆ , учитывающую влияние ненапрягаемой арматуры, имеющей 
сцепление с бетоном. 
Результаты исследований Havajli [28] явились основой для вне-
сения в новую версию ACI318 [3] расчетных зависимостей, учитыва-
ющих отношение pL / d . Эти нормы [3] рекомендует рассчитывать 
величину приращения напряжений как зависимость от трех парамет-
ров: прочности на сжатие бетона, коэффициента армирования пред-
напряженной арматуры и отношения пролета к высоте элемента. 
70 / (100 ) 420Ips c p pf f МПа для L/d 35∆ = + ⋅ ρ ≤ ≤ ; 
70 / (300 ) 200 / 35Ips c p pf f МПа для L d∆ = + ⋅ρ ≤ f . (2) 
 
Расчетные подходы, основанные на отношении «пролет - 
рабочая высота» элемента с учетом типа нагружения. На рисун-
ке 2 (а) показана свободно опертая балка с напрягаемой арматурой 
без сцепления с длиной пролета L, загруженная двумя сосредото-
ченными силами, приложенными на расстоянии 
а
L . Фактическое и 
идеализированное распределение кривизн по длине пролета пока-
зано на рисунке 2 (б). 
 
 
Рис. 2. Свободно опертая балка с напрягаемой арматурой без сцеп-
ления с бетоном: а) схема нагружения; б) эпюра распреде-
ления кривизн; 1 – фактическая эпюра распределения кри-
визн; 2 – идеализированная эпюра распределения кривизн 
 
При выводе расчетных зависимостей приняты три главных до-
пущения: 
1. Несмотря на то, что относительные деформации напрягаемой 
арматуры без сцепления в общем случае не совпадают с относи-
тельными деформациями окружающего бетона на уровне напря-
гаемой арматуры (т.н. отсутствие совместности деформаций), 
полное удлинение напрягающего элемента допускается опреде-
лять по эпюре распределения кривизны по длине пролета. 
2. Полное удлинение напрягаемой арматуры между концевыми 
анкерами вызвано главным образом пластическими деформа-
циями, развивающимися на длине пластического шарнира oL  
при применении идеализированной эпюры распределения кри-
визн (рис. 2(б)), тогда как упругая деформация, имеющая место 
на участках, работающих без трещин – игнорируется; 
3. Не учитываются касательные напряжения, действующие вдоль 
напрягающего каната и обусловленные трением. В силу этого до-
пущения напряжения по длине каната считаются постоянными. 
4. Распределение относительных деформаций по высоте попереч-
ного сечения балки с напрягаемой арматурой без сцепления по-
казано на рисунке 3. 
 
Рис. 3. Схема распределения относительных деформаций по высоте 
поперечного сечения при выводе расчетных зависимостей 
 
Допустим, что ∆ε  является некоторым «фиктивным» прираще-
нием относительной деформации в канате сверх относительных 
деформаций, соответствующих погашению сжимающих напряжений 
в бетоне на уровне напрягаемой арматуры (деформации соответ-
ствуют декомпрессии), 
се
ε  – относительные деформации бетона от 
обжатия на уровне напрягаемой арматуры, pеε  – относительные 
деформации, соответствующие эффективному предварительному 
напряжению (с учетом всех потерь), 
сuε  – предельные относитель-
ные деформации бетона при сжатии.  
Из условия совместности деформаций (при использовании допу-







∆ε = ⋅ ε . (3) 
Тогда приращение длины элемента сверх эффективного натя-
жения: 







∆ε = . (5) 
В формулах (3)…(5): oL  – эквивалентная длина пластической 
зоны (рис. 2); L  – полная длина пролета элемента между концевы-
ми анкерами. 
Решая совместно уравнения (3), (4), (5) относительная дефор-
мация напрягающего каната при расчете сопротивления конструкции 
может быть представлена: 
 
po o
ps pe ps pe ce cu
d xL L
L x L
−    
ε = ε + ∆ε = ε + ε + ε     
    
. (6) 
Принимая допущение о том, что напрягаемая арматура обычно 
не достигает условного предела текучести в работе [26] уравнение 
(6) использовано для определения напряжений: 
 
,
ps ps ps ps pe ps ps
po o
pe ps ce ps cu
f E E E
d xL Lf E E
L x L
= ⋅ ε = ⋅ ε + ⋅ ∆ε =
−    
= + ⋅ ε + ⋅ ε     
    
 (7) 
где psE  – модуль упругости напрягаемой арматуры; pef  – эф-
фективные предварительные напряжения (с учетом всех потерь). 
Следует отметить, что в общем случае относительная дефор-
мация ceε  пренебрежительно мала по сравнению с другими числа-
ми уравнения (7), поэтому ее, как правило, в расчетах не учитывают.  
 
p o
ps pe ps pe ps cu
d x Lf f f f E
x L
−   
= + ⋅∆ = + ⋅ ε ⋅   
  
. (8) 
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Положение нейтральной оси (высота сжатой зоны) может быть 











⋅ ε  
 
=
 ∆ + ⋅ ε ⋅  
 
. (9) 
Принимая для сжатого бетона жестко-пластическую диаграмму 
деформирования « c cσ − ε », что соответствует прямоугольному 
блоку распределения напряжений в сжатой зоне сечения, в работе 
[26] было получено решение для напряжений psf  в виде: 
 




cm w o p ps cu
ps
ps ps pe ps cu o
I I
s yd s yd c
ps
f b L L d E
f
A f f E L L
A f A f F
A
β ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ε
= ⋅ +
− + ⋅ ε
⋅ − ⋅ +
+
 (10) 
В общем случае длина эквивалентной пластической зоны опре-
деляется (см. рис. 2): 
 2 2o a p p
LL L L L
f
= + = + , (11) 
где f  – коэффициент, зависящий от схемы нагружения. 
По предложению Harajli [28]: f = ∞  – для сосредоточенной си-
лы в пролете; 3f =  – для двух сосредоточенных сил в пролете; 
6f =  – для равномерно распределенной нагрузки. 
Второе слагаемое 2 pL  в уравнении (11) – длина пластического 
шарнира, измеренная вне зоны чистого изгиба. 
Параметр pL согласно [26] предложено принимать: 
 0,5 0,05p pL d z= + , (12) 
где z  – пролет среза, или расстояние между точками максимально-
го момента и точкой перегиба на эпюре моментов (как показано на 
рис. 2(а)). Выражение для определения oL  получают из совместно-
го решения (11) и (12): 
 





= + +  







= + + . (13) 
Harajli [28] провел верификацию предложений расчетной модели 
на фоне опытных данных, полученных в исследованиях Warwaruk 
[29], Mattoсk и др [15], Duo и Tao [11], и показал, что модель (10) дает 
достаточно адекватный результат. 
Преобразуя уравнение (10), получаем: 
( ) ( )
( )1/ 0,85
I I
ps ps s yd s yd c ps pe
o I
cd w p ps ps s yd s yd c ps cu
A f A f A f F f f
L L
f b d A f A f A f F E
⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ −
= β ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ε .  
  (14) 
На рисунке 4 показано сравнение опытных данных (пересчитан-
ные по уравнению (14)) и теоретических значений по модели (13). 
Продолжая развитие модели Harajli [28] исследователи Lee и 
другие [13] предложили несколько отличное расчетное уравнение 
для вычисления напряжений psf  в напрягаемой арматуре без сцеп-
ления в предельной стадии. 
 
Рис. 4. Сравнение теоретических и экспериментальных значений 
( / )oL L  
 
Составляющую 0,05z в уравнении (13) было предложено не учиты-
вать, а значения коэффициента f  в зависимости от типа нагружения 
приняты: 10f =  – для одной сосредоточенной силы в пролете; 3f =  
– для двух сил в пролете и равномерно распределенной нагрузки. 
При этом, для вывода уравнения, по которому производится 
расчет напряжений psf  в напрягаемой арматуре, использовали 
уравнения равновесия моментов, а не проекций сил на продольную 
ось как в оригинальной модели, учитывая в расчете положение ка-
натов и дополнительной арматуры, имеющей сцепление с бетоном. 
Расчетное уравнение было получено в виде: 
( )




c o p ps cu
ps
p ps ps pe ps cu o
I I
s yd s s yd
p ps
f b L L d E
f
A f f E L L
A f A f
A
⋅ β ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ε
= ⋅ +
α ⋅ − + ⋅ ε




 1 12 2p p e
c cd d   α = − β ⋅ ⋅ − β ⋅   
   
; (15б) 
 1 12 2s s e
c cd d   α = − β ⋅ ⋅ − β ⋅   
   
; (15в) 
( ) ( )/e ps ps p s yd s ps ps s ydA f d A f d A f A fα = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ . (15г) 
Вводя четыре новых коэффициента 1k , 2k , 3k , 4k (получае-
















A f A f




d f L d
⋅ − ⋅
= + ⋅ + +
 
+ ⋅ + ρ   
 (16) 
Для безопасного предела значений было получено полуэмпири-

















d f L d
⋅ − ⋅
= + ⋅ + +
 
+ ⋅ + ρ   
 (17) 
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 10000pе ps pyf f f+ ≤ ≤ . 
В работе [14] экспериментально устанавливали зависимость 
напряжений в канатах без сцепления с бетоном в предельной стадии 
от следующих основных базисных переменных: коэффициента арми-
рования напрягаемой арматуры ( pρ ), коэффициента армирования 
дополнительной ненапрягаемой арматурой (
е
ρ ), типа нагружения. 
Как и в работах [13, 28] была принята основная гипотеза о том, 
что приращение напряжений в канатах зависит от длины пластиче-
ского шарнира. Постановочные исследования, результаты которых 




Рис. 5. Зависимость: а) отношения /cL L  от pρ ; б) отношения 
/cL L  от lρ ; в) psf∆  от отношения /cL L  
 
На вертикальных осях отложено отношение длины зоны с трещи-
нами (
с
L ) к длине испытанного элемента ( L ). В данном случае длина 
зоны с трещинами (
с
L ) использована для косвенной оценки длины 
пластического шарнира, поскольку длина пластического шарнира не 
может быть измерена непосредственно с требуемой точностью. 
Следует отметить, что фактическая длина пластического шарни-
ра короче, чем длина зоны с трещинами. На рисунке 5(а) показана 
зависимость отношений ( )/сL L  и коэффициента армирования      
( pρ ), однако, как следует из рисунка 5(б), такая зависимость про-
слеживается для коэффициента армирования дополнительной 
ненапрягаемой арматурой ( lρ ). 
Как видно из рисунка 5(в), образцы, подвергавшиеся нагружению 
сосредоточенной силой в середине пролета, демонстрируют, что 
длина зоны с трещинами находится в обратной зависимости от при-
ращения напряжений в напрягающих канатах. Теоретически, однако, 
приращение напряжений в канатах должно возрастать пропорцио-
нально увеличению длины пластического шарнира, которая связана 
с длиной зоны трещинообразования. Вместе с тем, при испытаниях 
образцов распределенной нагрузкой и силами, приложенными в 
третях пролета, подобный тренд не был установлен. 
Поскольку исследования [13] не позволили установить ясных за-
висимостей между коэффициентами армирования pρ  и lρ  и дли-
ной зоны трещинообразования ( )/сL L , а, следовательно, и при-
ращения напряжений, были выполнены дополнительные опыты [14]. 
Было испытано три группы образцов, имевшие различные коэффи-
циенты армирования lρ . Каждый образец в испытанной группе 
имел различные коэффициенты армирования pρ . Другие парамет-
ры не использовались. Все испытания были выполнены сосредото-
ченной нагрузкой в середине пролета. 
а)  
б)  
Рис. 6. Зависимость: а) длины зоны распределения трещин от ко-
эффициента армирования lρ ; б) приращения напряжения в 
канатах psf∆  от коэффициента армирования lρ  
Вестник Брестского государственного технического университета. 2011. №1 
Строительство и архитектура 88 
Как видно из рисунка 6, с повышением коэффициента lρ , длина 
( )/сL L  возрастает, а приращение напряжений снижается. Это 
означает, по существу, что коэффициент армирования lρ  связан 
обратной зависимостью с приращением напряжений в канатах. Допол-
нительная арматура вносит изменения в уравнения равновесия сече-
ния и оказывает влияние на высоту сжатой зоны и кривизну. Кроме 
того, наличие дополнительной арматуры оказывает существенное 
влияние на распределение трещин нормального отрыва (расстояние 
между трещинами), а, следовательно, и на средние относительные 
деформации бетона на уровне напрягаемой арматуры. 
Из рисунка 7 можно заключить, что изменение коэффициента 
армирования канатов pρ  не вызывает ярко выраженных изменений 
как в отношении ( )/сL L , так и приращении напряжений psf∆ . 
На рисунке 8 показано сравнение опытных данных [14] с результа-
тами расчетов по ASI Code [3], AASHTO LRFD Code [1] и зависимостям, 
предложенным Moon и Lim [14] с учетом выполненных исследований. 
При анализе использованы зависимости: 





























Рис. 7. Зависимость: а) длины зоны распределения трещин 
( )/сL L  от коэффициента армирования pρ ; б) прира-
щения напряжения в канатах psf∆  от коэффициента ар-
мирования pρ  
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Как видно из рисунка 8, расчетная модель, внесенная в ACI Code 
[3], переоценивает напряжения в канатах при увеличении ненапря-
гаемой дополнительной арматуры и неадекватно описывает сопро-
тивление элемента, что ставит под сомнение возможность ее при-
менения. Расчетные модели AASHTO LRFD Code [1], Moon и Lim 
[14], а соответственно и модели (17), адекватно и безопасно оцени-
вают напряжения в канатах в предельной стадии. 
 
Расчетные подходы, базирующиеся на положении 
нейтральной оси в сечении. В рамках другого направления иссле-
дований, основателем которого можно считать Pannel [18] (1969 г.), 
предложено связывать длину эквивалентной пластической зоны 0L  
с высотой сжатой зоны сечения (положением нейтральной оси) в 
предельной стадии. Так, Pannel [18] установил, что отношение 
0 /L xφ =  (где х – положение нейтральной оси в предельной ста-
дии, отсчитывая от наиболее сжатой грани) является постоянной 
величиной для предварительно напряженных балок с напрягаемой 
арматурой без сцепления с бетоном, независимо от отношения 
( )/ pL d . При этом для расчетных целей было рекомендовано 
принимать 10ϕ ≅ , т.е. длину пластической зоны 0 10L x≅ . 
В соответствии с подходом [18] удлинение напрягаемых канатов 
psl∆  на длине эквивалентной пластической зоны составит (из усло-
вия гипотезы плоских сечений): 
 ( )pps o cu cu p
d x
l L d x
x
− 
∆ = ⋅ ε ⋅ = φ ⋅ ε ⋅ − 
 
. (18) 
Принимая, что напрягающие канаты работают в упругой стадии 
даже в предельном состоянии несущей способности, напряжения 














∆ = + = + ⋅ =
φ ⋅ ⋅ ε ⋅ −
= +
 (19)
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Рис. 8. Сравнение опытных данных с расчетами согласно: а) совместности деформаций; б) уравнения Moon и Lim [14]; в) AASHTO LRFD Code 
[1]; г) ACI Code [3] 
 
Исключая высоту сжатой зоны х из (19), общее уравнение для 
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. (20) 
Если параметр ϕ  определен, то из преобразования уравнения 
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= + β ⋅ ⋅ ; (21в) 
10,85 ( )f c w tx f b b h= ⋅β ⋅ ⋅ − ⋅  если 1 tx hβ ⋅ f  (21г) 
 0fx = ; wb b=  если 1 tx hβ ⋅ p . 
В исследованиях Pannell [18] по модели (20) были испытаны 38 
свободно опертых балок, разделенных на три серии, имевшие отно-
шения / pL d   
 соответственно 27, 40, 12. По результатам испыта-
ний 32 балок параметр ϕ  имел среднее значение 12,4, стандартное 
отклонение 3,6, коэффициент вариации 29%xV =  (см. табл. 1). 
 
Таблица 1. Статистика параметра ϕ , основанная на результа-











Pannell [18] 32 12,4 3,6 0,29 
Cooke [23] 9 17,3 2,5 0,15 
Du и Tao [11] 20 21,4 3,3 0,16 
Harajli [28] 26 26 2,9 0,27 
Campbell [21] 6 15,7 1,8 0,11 
 
Из испытаний Pannell сделал вывод о том, что ϕ  является кон-
стантой, а вариации обусловлены погрешностями измерений psf  и 
pef . В качестве такой постоянной величины резонно рассматривать 
12ϕ = . Однако для расчетных целей Pannell [28] предложил ис-
пользовать безопасное значение 10ϕ =  при 0,33%сuε =  и 
210 2psE Н/мм= , что дает 7000
2
ps сuE Н/ммφ ⋅ ⋅ ε = . 
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Эти результаты были включены при разработке Canadian Code 
A23.3 [22] и British Code BS8110 [5] для определения напряжений в 
напрягаемой арматуре при выполнении проверок предельных состо-
яний несущей способности в виде: 
 
( )
8000 ,p y 2ps pe py
e
d x
f f f Н/мм
l
−
= + ≤  (22a) 
 
1
ps py s yd
y I
c o





α ⋅ ⋅β ⋅  (22б) 
 1 0,85 0,0015 Icfα = − ⋅ ,     0,97 0,0025 Io cfβ = − ⋅ , 
где el  – длина каната между анкерами, деленная на число пласти-
ческих шарниров, необходимых для реализации механизма разру-
шения в рассматриваемом пролете. 
С другой стороны, British Code BS8110 [5] рекомендует приме-
нять следующее уравнение: 
 ( )




f b dL d
 ⋅ ⋅
= + ⋅ − ≤  
⋅ ⋅ 
, (23) 
где cuf  – кубиковая прочность бетона на сжатие; puf  – предельная 
прочность каната. 
Сравнивая уравнения (22) и (23) с уравнением (21) не трудно 








 φ ⋅ ⋅ ⋅ ε
 
 
⋅ β ⋅ ⋅ ⋅ 
 и повышает значение 
ps сuEφ ⋅ ⋅ ε  с 7000 2Н/мм  до 8000 2Н/мм . Кроме того, учи-
тывается влияние промежуточных элементов. Уравнение (23) не учи-
тывает наличия дополнительной арматуры, имеющей сцепление с 
бетоном, и существенно упрощает расчет положения нейтральной оси. 
В 1976 г. Tam и Pannell [18] испытали еще восемь свободно 
опертых балок с напрягаемой арматурой без сцепления с бетоном, 
нагруженных сосредоточенной силой в середине пролета и имевших 
отношение ( )/ pL d  равным 20 и 45. Было получено практически 
постоянное значение ϕ  (среднее – 10,8, стандартное отклонение 
1,7, коэффициент вариации 15%xV = ). Базируясь на этих испы-
таниях, было рекомендовано принимать 10,5ϕ = . 
На протяжении целого ряда лет исследованию параметра ϕ  
было посвящено значительное количество работ [11, 21, 23, 28]. 
Как видно из данных, приведенных в табл. 1, значение параметра 
ϕ  является, в общем говоря, в некоторых сериях испытаний доволь-
но стабильным, несмотря на некоторые вариации. Возможной причи-
ной наблюдаемого разброса опытных значений следует считать раз-
личия как в методиках испытаний и способах измерения, главным 
образом, напряжений в напрягаемой арматуре без сцепления, вариа-
ции в свойствах материалов, так и критерии разрушения образцов, 
принятые в опытах различными исследователями. Все эти факторы, 
безусловно, могут существенно влиять на оценивание результатов 
опытов, особенно когда речь идет об эмпирических зависимостях. 
Вместе с тем, с теоретических позиций выглядит не вполне обос-
нованным принятие единого постоянного значения параметра ϕ . 
Вслед за подходами, изложенными в работе [14], преобразуя уравне-
ние (19), зависимость для параметра φ может быть выражена: 
 ( / ) (1 / )
ps
ps cu p p
f
E d L x d
∆φ =
⋅ ε ⋅ ⋅ −
. (24) 
Несложно видеть, что если зависимость между psf∆  и парамет-
рами / pL d  и (1 / )px d−  является линейной или близкой к ли-
нейной, то параметр ϕ  может быть константой. Опыты Du и Tao 
[11] и Cambell [21] показали, что приращение напряжений psf∆  воз-
растает с уменьшением отношения / px d . 
В своих работах Du и Tao [11] ввели параметр 
( ) / Io ps pe s yd p cq A f A f b d f= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ , который, по существу слу-
жит некоторой мерой содержания арматуры, включая как напряжен-
ную, так и ненапряженную (аналог механического коэффициента 
армирования). 
Если для прямоугольного сечения пренебречь вкладом состав-
ляющего усилия в арматуре, располагаемой в сжатой зоне, пара-
метр oq  так или иначе отражает равновесие усилий в сечении и 
примерно пропорционален отношению / px d  (относительной вы-
соте сжатой зоны сечения). Опираясь на опытные данные из соб-
ственных исследований, Du и Tao [11], а затем Cambell отношение 
( )/ pL d  приняли постоянным, тогда как параметр oq  – варьиро-
вался, как видно из табл. 1, коэффициент вариации для ϕ  был 
получен относительно малым: 0.16; 0.11; 0.04 – соответственно. 
В работе [14] представлены результаты анализа параметра ϕ  
на фоне известных экспериментальных исследований различных 
авторов (см. табл. 1). 
Исследованию подвергали три различных значения параметра ϕ : 
1. Среднее значение параметра ϕ  по табл. 1 ( 16,1ϕ = ). 
2. Принятое в ряде норм значение Pannell [18] ( 10ϕ = ). 
3. Среднее значение (по табл. 1) минус одно стандартное откло-
нение (по табл. 1) ( 16,1 6,8 9,3ϕ = − = ). 
Теоретические значения напряжений в напрягаемой арматуре 
psf  вычисляли по формуле (21) с учетом принятого ограничения 
ps pyf f≤ . 
В работе [14] для 0,3%
сuε =  зависимость (21) представлена 
в виде: 
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= β ⋅ ⋅ , (25б) 
где b – ширина сжатой зоны сечения; le – длина каната между кон-
цевыми анкерами, деленная на количество пластических шарниров 
“h”, требуемых для реализации механизма разрушения в рассмат-
риваемом пролете. 
Обращает на себя внимание тот факт, что уравнение (25) по 
форме напоминает уравнение (22), внесенное в Canadian Code 
A23.3 [22]. Результаты анализа уравнений (25) и (22) соответственно 
показаны на рисунке 9. 
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а)  
б)  
Рис. 9. Сравнение расчетных значений psf , определенных на осно-
вании: а) уравнения (22); б) уравнения (25) 
 
Деформационный метод расчета на основе блочной моде-
ли. Основные положения и предпосылки. В отличие от перечис-
ленных выше расчетных подходов и методов, деформационный 
метод расчета на основании блочной модели не требует рассмотре-
ния конструкции в целом. Для определения приращений напряжений 
в напрягающей арматуре, не имеющей сцепления с бетоном, необ-
ходимо определить длину условного блока, на которые разделяется 
конструкция под нагрузкой, и, принимая соответствующие законы 
распределения относительных деформаций в арматуре и бетоне по 
длине этого блока, например по [7], определить приращение блока, 
а соответственно, и напрягающего элемента на участке между тре-
щинами, а отсюда вычислить приращение относительных деформа-
ций в напрягаемом элементе. Приращение напряжений, а соответ-
ственно и результирующие напряжения в растянутой напрягаемой 
арматуре, определяются по соответствующей диаграмме деформи-
рования « p pσ − ε » для напрягающих элементов. Следует отме-
тить, что данный подход позволяет определять приращение напря-
жений в напрягаемых элементах без сцепления независимо от типа 
нагружения, отношения /cL L  и значения ϕ . 
При построении расчетной модели приняты следующие допущения: 
– при действии внешней нагрузки после образование трещин балка 
разделяется на блоки. Длина блока tl  на стадии установившегося 
трещинообразования определяется как длина зоны перераспреде-
ления усилий между арматурой и бетоном, соответствующая усилию 
трещинообразования – 
,cr ctm c effN f A= ⋅ , то есть принимая, что 
относительные деформации растянутого бетона достигают значения 
,ct crε , соответствующих напряжениям, равным прочности бетона на 
растяжение. 
При этом в отличие от центрально растянутых элементов, в рас-
четах изгибаемых элементов следует использовать площадь, так 
называемой эффективной растянутой зоны 
,c effA . В работе [7] 
рекомендована уточненная формула, которая может быть использо-





4c eff s l
A bh= + α ⋅ ρ , (26) 
где lρ  – коэффициент армирования для продольной арматуры, име-





α =  – коэффициент приведения; 
– предельное состояние принимается исходя из условия достиже-
ния предельных относительных деформаций ненапрягаемой арма-
туры, имеющей сцепление с бетоном. Это следует из следующих 
соображений. 
Как показали ранее выполненные исследования балок с напря-
гающими элементами, не имевшими сцепления с бетоном, характер 
их разрушения определяющим образом зависит от распределения 
(шага) трещин нормального отрыва в предельной стадии. При про-
ектировании напрягаемых элементов, имеющих в одном сечении как 
напрягаемую, так и ненапрягаемую арматуру, имеющую сцепление с 
бетоном, несложно предположить, что распределение (шаг) трещин 
нормального отрыва будет зависеть как от количества, так и от раз-
мещения последней в сечении элемента. Наличие ненапрягаемой 
арматуры, имеющей сцепление с бетоном, позволяет обеспечить 
плавное изменение приращений напряжений в арматуре без сцеп-
ления и исключить неблагоприятные эффекты, свойственные тра-
диционным элементам, имеющим только напрягаемую арматуру без 
сцепления с бетоном. 
Таким образом, в качестве относительных деформаций sIIε  
в 
предельном состоянии могут быть приняты предельные относитель-
ные деформации арматуры suε , принимаемые по требованиям ТКП 
[25] равными 1%: 
– определение приращений относительных деформаций напрягае-
мой арматуры, не имеющей сцепления с бетоном, от действия 
внешних нагрузок p∆ε  производится из средних удлинений рас-
сматриваемого блока, которые определяются как разность средних 
значений относительных деформаций в арматуре со сцеплением и в 
растянутом бетоне; 
– выполняется гипотеза плоских сечений для среднего сечения по 
длине элемента; 
– используются диаграммы деформирования для бетона, ненапря-
гаемой арматуры, напрягающих элементов, полученные опытным 
путем или приняты по соответствующим ТНПА; 
– сопротивление растянутого бетона в сечении с трещиной не учи-
тывается; 
– балки имеют необходимое минимальное количество поперечной 
арматуры для восприятия перерезывающих сил. 
 
Расчетные уравнения модели. Рассмотрим фрагмент изгиба-
емого элемента, имеющего симметричное сечение, армированное 
напрягающей арматурой, не имеющей сцепления с бетоном, и нена-
прягаемой арматурой, имеющей сцепление с бетоном (см. рис. 10). 
Для выделенного i-го участка на длине элемента распределение 
относительных деформаций арматуры и растянутого бетона по 
длине блока между трещинами показано на рисунке 10а. 
Расчет удлинения блока, а соответственно и напрягающего эле-
мента между трещинами, в предельной стадии может быть выпол-
нен по методике [7], принимая соответствующие законы распреде-
ления относительных деформаций в арматуре и бетоне (см. рис. 10), 
например в виде: 
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, (27б) 
где 1%sII sε = ε =  – относительная деформация арматуры в 
сечении с трещиной; 
х – текущая координата, отсчитываемая от сечения, в котором 
наблюдается совместное деформирование арматуры и бетона; 
0,4α =  – безразмерный коэффициент; 
,a b  – безразмерные коэффициенты, характеризующие соот-
ношение жесткостных характеристик поперечного сечения арматур-























Расчетный алгоритм. Укрупненный алгоритм расчета прира-
щения напряжений в напрягаемой арматуре, не имеющей сцепления 
с бетоном, может быть принят следующим: 
1. Определяем шаг трещин нормального отрыва, из условия, 
что максимальные значения деформаций растянутого бетона дости-
гают предельной растяжимости бетона (
,ct crε ).Согласно [30], длина 
зоны перераспределения усилий (см. рис. 10) определяется по сле-












– суммарный периметр ненапрягаемой арматуры со 
сцеплением в растянутой зоне; 
pk
 
– эмпирический коэффициент, изменяющийся согласно [7] в 
диапазоне от 0,199 до 0,58 мм²/Н. 
2. Определяем длину зоны пере-
распределения усилий в предельной ста-
дии при u yk sN f A= ⋅ , принимая 







                (29) 
3. Определяем приращение блока, 
а соответственно и напрягающего элемен-













u x x dx
−
∆ = ε − ε∫ ,  (30) 
где ( )s xε  и ( )ct xε  – функции, описы-
вающие распределения относительных 
деформаций арматуры и бетона по длине 
зоны перераспределения усилий. 
Приращение относительной деформа-
ции выделенного бетонного блока на 
уровне напрягающего элемента:  




∆∆ε = .               (31) 
4. Суммарная относительная де-
формация в напрягающей арматуре, не имеющей сцепления с бето-
ном, определяется по формуле: 
,p p p∞ε = ε + ∆ε , 
где 
,p ∞ε  – относительная деформация напрягающей арматуры 
после натяжения с учетом всех потерь; p∆ε  
– приращение относи-
тельной деформации в предельной стадии. 
Приращение напряжений, а соответственно и результирующие 
напряжения в растянутой напрягаемой арматуре, определяются по 
соответствующей диаграмме деформирования « p pσ − ε » для 
напрягающих элементов. 
5. Пользуясь гипотезой плоского деформирования для сече-
ния с трещиной, определяют высоту сжатой зоны, задаваясь вычис-
ленным значением приращения деформации напрягаемого элемен-
та и величиной деформации наиболее сжатой грани сечения (в пер-
вом приближении ее принимают равной 0,35%cuε = ). 
6. Проверяют условия равновесия продольных усилий. 
7. Определяют приращение напряжений в напрягаемом эле-
менте: 
,p p p ∞∆σ = σ − σ . 
Для иллюстрации описанных выше преимуществ расчетной де-
формационной модели были выполнены теоретические исследова-
ния, используя данные и результаты экспериментальных исследо-
ваний, выполненных автором. 
 
Рис. 11. Распределение относительных деформаций и напряжений в 
сечении 
 
Исследования проводились на монолитных балках прямоугольного 
сечения размером 200х600 мм длиной 6000 мм. Балки армировали 
напрягаемыми канатами Ø15Y1860S7, не имеющими сцепления с бе-
тоном, а также ненапрягаемой арматурой S500, имеющей сцепление с 
бетоном, объединенной в сварной пространственный каркас КП-1. 
Рис. 10. К определению удлинений напрягаемой арматуры: а) расчетный блок;
б) распределение относительных деформаций в арматуре и растянутом бетоне 
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Рис. 12. Схема установки приборов 
 




Напрягаемая арматура Ненапрягаемая арматура Суммарный 
коэффициент 
армирования 
Тип армирования Коэффициент 
армирования 
Тип армирования Коэффициент 
армирования 
Б1 2 каната 
Ø15Y1860S7 
0,23% 8 Ø8S500 0,34% 0,57% 
Б2 1 канат 
Ø15Y1860S7 
0,117% 12 Ø12S500 1,13% 1,247% 
Б3 1 канат 
Ø15Y1860S7 
0,117% 8 Ø12S500 0,75% 0,867% 
 
Маркировка образцов и основные варьируемые параметры при-
ведены в таблице 2. 
Статические испытания проводили нагружением балок двумя 
сосредоточенными силами, приложенными в третях пролета (см. 
рис. 12), поэтапно примерно 0,1 крP  ( крP  – предельная нагрузка, 
соответствующая максимальному значению крМ , определяемому 
ранее по различным расчетным методикам). Статические испытания 
проводили нагружением балок двумя сосредоточенными силами, 
приложенными в третях пролета (см. рис. 12), поэтапно примерно 
0,1 крP  ( крP  – предельная нагрузка, соответствующая максималь-
ному значению крМ ). 
На рисунке 13 показано соотношение значений прирашений 
напряжений в напрягаемых канатах без сцепления, полученных в ре-
зультате проведенных автором опытов и определенных по деформа-
ционной методике, а также по различным методам, описанным выше. 
 
Рис. 13. Соотношение опытных значений psf∆  и теоретических, 
определенных по различным методикам 
Из рисунка 13 видно, что описываемый деформационный метод 
на основании блочной модели дает достаточно адекватный результат. 
 
Заключение. Точное определение приращений относительных 
деформаций и, соответственно, напряжений в напрягающей армату-
ре является одной из важнейших проблем, относящихся к проекти-
рованию пост-напряженных элементов. 
Вместе с тем, по результатам анализа результатов исследова-
ний различных авторов можно утверждать, что: 
Коэффициент армирования напрягающими канатами pρ  не ока-
зывает существенного влияния как на длину зоны с трещинами 
( )/сL L , так и соответственно на длину пластического шарнира. 
Приращение напряжений в напрягающих канатах в предельной 
стадии находится в обратной зависимости от коэффициентов арми-
рования pρ  и lρ . 
Тип нагружения (схема приложения нагрузки) не влияет на длину 
зоны с трещинами ( )/сL L , а соответственно и на длину пластиче-
ского шарнира. 
Учитывая тот факт, что при определении значения приращения 
напряжения в напрягаемых канатах без сцепления по деформацион-
ному методу на основе блочной модели основным параметром яв-
ляется коэффициент армирования ненапрягаемой арматуры, имею-
щей сцепление с бетоном, а не отношение длины зоны с трещинами 
к длине испытанного элемента ( /
с
L L ),тип нагружения, можно сде-
лать вывод, что деформационная модель является более объектив-
ным методом. 
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УДК 624.012 
Пецольд Т.М., Тур А.В. 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНО-ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЦИИ 
ДИНАМИЧЕСКИХ КОЭФФИЦИЕНТОВ ПРИ КВАЗИСТАТИЧЕСКОМ РАСЧЕТЕ 
 
Введение. Как показано в работе [11], метод альтернативных тра-
екторий (АТ-метод), ориентированный на расчетную проверку реакции 
поврежденной конструктивной системы после реализации особого 
события, активно разрабатываемый в последние два десятилетия, 
был принят в качестве основного прямого расчетного метода в норма-
тивных документах ASCE 7 [5] и UFC 4-23-02 [1], действующих в США. 
В соответствии с концепцией, положенной в основу АТ-метода, 
выполняют расчетную проверку (по назначенным критериям соот-
ветствия) поврежденной конструктивной системы с удаленными 
основными (ключевыми) конструктивными элементами на способ-
ность перераспределения и восприятия соответствующего особого 
сочетания воздействий оставшимися конструктивными элементами. 
Даже результаты “точных” расчетов (например, нелинейных дина-
мических) могут давать искаженное представление, как о сценарии 
развития повреждений, так и о состоянии конструктивной системы, 
получившей локальные повреждения. 
Кроме того, дополнительные погрешности возникают при до-
вольно условном учете динамических эффектов (инерционных сил) 
совместно с нелинейной работой как собственно элементов, так и, 
главным образом, узловых соединений конструктивной системы. 
В общем случае нормы [1, 3, 5] при проверке модифицирован-
ной конструктивной системы, получившей повреждения, рекоменду-
ют применять линейный статический расчет (LS), нелинейный стати-
ческий расчет (NLS). Как показано в работе [4], нелинейный динами-
ческий расчет (NLD) хотя и дает наиболее точный результат, явля-
ется при решении практических задач наиболее трудоемким и доро-
гостоящим. Кроме того, наиболее распространенные в среде практи-
кующих инженеров-проектировщиков конечно-элементные вычисли-
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